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Abstract

Se obtendr4 la ecuacién diferencial que describe a un sistema,
se presentardan los conceptos de puntos de equilibrio de éste, se
determinard su estabilidad. La ecuacién diferencial resultante es
no lineal. Se obtendra una versién lineal de ella que dard como
resultado un modelo estdtico de la planta y un modelo dindmico
de la misma.

1 Linealizaciéon, puntos de equilibrio, estabilidad.
Modelos estatico y dinamico del sistema.

Se presentard a continuacién un secillo ejemplo para ilustrar como se
obtiene un modelo de espacio de estado de un sistema simple. El sis-
tema es de una entrada y una salida (siso). Se escribirdn las ecuaciones
que describen al sistema que resultan de hacer un balance de las fuerzas
involucradas. La ecuacion final que describe al sistema es una ecuacién
diferencial nolineal. Se obtiene un modelo estatico del sistema que per-
mite determinar los puntos de equilibrio del sistema, se analiza la esta-
bilidad de los puntos de equilibrio. Posteriormente se procede a obtener
un modelo dindmico lineal del sistema, que es una aproximacién lineal
alrededor de un punto de equilibrio, se obtiene la funcién de transfer-
encia correspondiente y finalmente un modelo de espacio de estado del
sistema.

1.1 Ejemplo. Ecuaciones que rigen el comportamiento

de la planta.

Considérese el siguiente sistema electromecénico:
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Con el objetivo de tener completez, se incluird la obtencién de la
expresién de la fuerza electrostdtica f que resulta en este capacitor
variable. La potencia eléctrica estd dada por

dw(t)

plt) = o(t) +i(t) = <20 1)

donde w(t) es la energia correspondiente a esa potencia. El voltage
en un capacitor estd dado por

(2)

donde (Q es la carga del cacitor y C' es la capacidad. Asi que la
energia almacenada en el campo eléctrico del capacitor estd dada por:

dw(t) = v(t)i(t)dt (3)
:%@ﬁ
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Integrando de 0 a wy y de 0 a @, se tiene:
1 Q?
= 4
YI=50 (4)
1
= §C’U2 (t)
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porque @ = v(t)C

Por otro lado, en el caso del capacitor variable, si se supone que tanto
la parte eléctrica como la mecédnica son una carga, un balance de energfa
indica que la energfa eléctrica suministrada al circuito més la energfa
mecdnica suministrada a la parte mecdnica, debe ser igual a la energia
almacenada en el campo eléctrico, esto es

dw, + dw,, = dwy (5)

en donde we, w,,, y ws son la energfa eléctrica, mecanica y la alma-
cenada en el campo, respectivamente. Esta iltima expresién se puede
reescribir como:

o(R)i(t)dt + fdz — d(%oﬁ(t) — Co(t)du(t) + %v(t)d(] (6)

Pero por otro lado, i(t) = % = d(C(Z(t)) = C’dzsft) + v(t)% por lo que

la ecuacion anterior puede reescribirse de la siguiente manera:

v(t)cdz—f)dtﬂ?(t)@dw Fda(t) = Co(t)d ()+;v(t)d0 (7)

dt
despejando a f de esta iltima ecuacién se tiene:
1 ac
=—= 8
f=—gr )5 0

Esta es la expresion para la fuerza electrostatica entre las dos placas
del capacitor variable. El signo negativo en esta expresiéon se debe al

hecho de que como C' = €A/z, la razén de cambio de C' con respecto a
T, es negativa.

Por el principio de D’ Lambert, la suma de fuerzas en la masa es
igual a cero, asf que

2 1
Mddt§)+pd2§) +k(x—d)—§v2(t)%:() 9)
d se introduce porque el resorte tiene una condicién inicial. De
acuerdo a la figura, cuando z(t) = 0, la posicién del resorte es d, por eso
el término k(z — d), que es igual a cero cuando x = d .

Por otro lado, C(z) = 5(;‘4, por lo que
ac' g0A
= —_ =2 1
dx 22 (10)
Asi que la iltima ecuacién puede escribirse como:
d?z(t) dx(t) 1 g Av2(t)
M D K(x(t)—d)+ =————==0 11
gz TP RO -+ 5= (11)

Esta es la ecuaciéon que describe el movimiento de la masa M. Como
puede observarse,esta ecuacién es no lineal en v(t) y no lineal en x(t).



1.2 Puntos de equilibrio del sistema.

Los puntos de equilibrio del sistema se pueden encontrar facilmente
haciendo igual a cero todas las derivadas en la ecuacién del sistema:

1 60A‘/b2

2 X2
Se han sustituido v(t) y z(t) por Vy y por X, respectivamente, porque

si las derivadas de x(t) y de v(t) son cero, z(t) y v(t) o son cero o son

constantes, como el caso en el que son cero no interesa, suponemos que
son constantes y las llamamos Xy y Vj, respectivamente.

K(Xo—d) +

=0 (12)

La ecuacion anterior es el modelo estético de la planta. Los pares
de valores (Vp, Xo) que satisfacen la ecuacién anterior, constituyen los
puntos de equilibrio del sistema o puntos de operacién del sistema o
"quiescent points" del sistema.

Es conveniente encontrar los puntos de operacién realizando un anéli-
sis grafico. Para tal efecto debe notarse en la ecuacién anterior que los
puntos de equilibrio son aquellos en los que la fuerza de retauracién del
resorte se iguala con la fuerza de atraccion electrostédtica del capacitor
variable. Asf que la ecuacién (12) puede escribirse de la siguiente man-
era:

K(Xo—d)=—-F, (13)
donde Fj es la fuerza de restauracion del resorte y por otro lado, esta
fuerza es igual también a

1 8014‘/02

=
°T 2 X2

(14)

que es la fuerza electromecédnica de operacién. Si se grafica la fuerza
f de restauracion del resorte versus la distancia X la ecuacién (13) es
una recta que cruza al eje de las ordenadas en —kd y al de las abcisas en
d. La ecuacién (14) es una hipérbola, que es la fuerza electromecénica,
con la restriccién fisica de que Xy no puede ser negativa, por otro lado
se considera el negativo de la ecuacién (14). Los puntos de interseccién
de estas dos curvas dan la solucién a la ecuacién (12). Ver figura 2.

Debe observarse que si V aumenta, la curva —F; se mueve hacia
abajo, hasta alcanzar una posicién limite que es cuando aiin hacen con-
tacto las dos curvas. Este caso corresponde al punto c en la figura 2. Si
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(@) Estable

—Kd (b) Inestable

se incrementa V; , las curvas ya no se intersectan. En este caso ya no
hay puntos de equilibrio y esto corresponde al caso en que para cualquier
valor de X la fuerza electromecdnica es mayor que la fuerza del resorte
y las placas del capacitor se juntan. El caso de interés es cuando las

curvas se cruzan en al menos dos puntos para algin valor de V4.

Supdngase que para algin valor de V las curvas se intersectan en
los puntos a y b. Como puede observarse en los puntos a y b la fuerza
de restauracion del resorte es igual a la fuerza electromecanica y por lo
tanto se tienen dos puntos de equilibrio. Supéngase ahora que el sistema
estd en el punto de equilibrio a y se perturba al sistema moviendo las
placas manualmente hacia la derecha de la figura dos, i.e. a la izquierda
en la figura del dispositivo real. Si ese es el caso, obsérvese que el valor
de la fuerza de restauracién del resorte es mayor que la fuerza de atrac-
cién entre las placas, asi que si el sistema se deja libre, por la accién de
la fuerza de restauracion del resorte, el sistema regresa al punto de equi-
librio a. Si el sistema se perturba mas alld de la distancia d, la fuerza de
restauracién del resorte cambia de signo y va en la misma direccién de
la fuerza de atraccién de las placas, asi que el sistema tiende a regresar
al punto de equilibrio a.

Por otro lado, si estando en el punto a el sistema se perturba moviendo
las placas hacia la izquierda, es decir tratando de juntar las placas, puede
obervarse que hasta antes de llegar al punto b, en todo ese trayecto si se
deja libre al sistema éste tiende a regresar al punto a porque la fuerza de



restauracién del resorte, que en este caso actia en sentido contrario a la
fuerza electromémsdnica, es mayor que ésta. En conclusion, si el sistema
se pertuba alrededor del punto de equilibrio a, moviendo las placas a la
derecha o a la izquierda y se deja libre, el sistema tiende a regresar al
punto a , por lo que el punto de equilibrio a es un punto de equilibrio
estable.

Con respecto al punto de equilibrio b, si se perturba al sistema
moviendo la placa mévil del condensador hacia la derecha y se deja
libre, el sistema tendera a ir al punto de equilibrio a, pues en todo ese
trayecto, la fuerza de restauracion del resorte es mayor que la fuerza de
atraccion entre las placas. Por otro lado, si el sistema se perturba de
tal manera que las placas se acerquen, puede observarse que entonces la
fuerza de atraccién entre las placas es mayor que la de restauracién del
resorte y entonces las placas se juntan. Concluyendo, el punto equilibrio
b es inestable porque si se perturba al sistema alrededor de este punto
y se le deja libre, el sistema se aleja del punto de equilibrio b, o se va al
punto a o las placas se juntan, pero el sistema no regresa al punto b.

Una infinidad de plantas o procesos trabajan en puntos de operacién
determinados. Por esta razon los modelos estaticos como el de la ecuacién
(12) son necesarios para seleccionar el punto de operacién mds conve-
niente.

1.3 Obtencién de un modelo dinamico lineal por
suposicién de senales pequenas.

El andlisis del modelo estdtico permite la obtencién de los puntos de
equilibrio. En el ejemplo se tienen en el caso de mayor interés, dos
puntos de equilibrio, uno estable y el otro inestable.

Estando el sistema en el punto de equilibrio estable, punto a de la
figura 2, si se perturba el sistema, éste regresa al punto de equilibrio. La
pregunta es jcomo regresa el sistema al punto de equilibrio?. Es decir,
joscila alrededor de él y finalmente regresa a él, o se queda oscilando a
su alrededor, o llega a éste suavemente? Para contestar esta pregunta

se necesita obtener un modelo del sistema que describa esta dindmica,
es decir, es necesario obtener un modelo dindmico del sistema para con-
testar estas preguntas. A continuacién se obtendrd un modelo lineal
dindmico del sistema en cuestion.

Primeramente se obtendra un modelo lineal del sistema a partir de
la ecuacién (11). La técnica empleada se denomina linealizacién por su-
posicién de senales pequenas. Se puede linealizar el sistema si se supone
que existen pequenas excursiones o variaciones alrededor del punto de
operacién del sistema.



Considérese que el voltage v(t) aplicado al sistema es el siguiente
v(t) = Vo + (1), Voll > [lox (1) (15)

en donde Vj es un voltage de DC relativamente grande comparado
con v1(t) que es un voltage variable. De manera andloga se supone que
la senal de salida z(t) correspondiente estd dada por

2(t) = Xo + z1(1), [ Xoll > [l (£)]] (16)

Substituyendo a v(t) y a z(t) dadas por (15) y (16) en (11)se tiene

d*z:(t) N Ddasl(t)

M
dt? dt

Ago(Vo + v1(t))?

+K(Xo—d+z.(t)) + 2(Xo + 21(t))

— 0. (17)

Los términos cuadraticos del tdltimo término de esta ecuacién se
pueden aproximar y estas aproximaciones hacen posible la obtencién
del modelo lineal.

El término (Vo + v1(t))? puede aproximarse de la siguiente manera:

(Vo +v1(1)? = V& + 2Voui (1) + o1 (8)* 2 Vi + 2Vouu (1), (18)

Esta aproximacion se puede efectuar por la suposicién (15), asi que
v1(t) se puede descartar.
De manera andloga se aproxima el término (Xo + z1(¢))?, asf que

1 ~ 1 1 1 (19)
(X() + $1(t>)2 - X02 + 2X0.Z'1( ) X2 1+ 2I1(t)
El término —5—5 es delaforma =~ =1—a+a?—a®+.. =2 1—a
1423 +a
si a < 1, asf que la tdltima ecuaciéon puede aproximarse por
1 1 24 (t
— — Gl ) (20)

(Xo + z1(1))? X2 X3

Subsrtituyendo las aproximaciones (18) y (20) en (17), se tiene

dQIl (t) d$1<t>
M D K(Xy—
72 + 7 + K(Xo —d+ x(t))+
o 1 2(E1(t)



si el producto x4 (t)v;(t) se desprecia por ser el producto de cantidades
pequenas respecto al resto de los sumandos, la expresién anterior puede
reescribirse de la siguiente manera

2 2
) | pdn®) (K _ AoV ) 21 (t)+

dt? dt X3
Ae’:‘g‘/g 1 €0AV2
e v1(t) + K(Xo — d) + §X—02° =0 (21)

Esta ecuacién es la suma de dos ecuaciones,

1 6014‘/02
2 X2

K(Xo—d)+ = 0, modelo estético (22)

d?xq (t dxy (t Aegg V2
wnlt) g $1<>+<K——8°°)x1(t)+

at? dt X3
AoV
;)2 %91(t) =0, modelo dingmico (23)
0

La solucién total del sistema estd dada por la suma de las soluciones
de las ecuaciones (22) y (23). La ecuacién (22) es el modelo estdtico
del sistema. La ecuacién (23) es el modelo dindmico del sistema. Ob-
sérvese que esta ultima ecuacion diferencial es lineal en z4(¢) y lineal en
v1(t), por lo que se puede obtener la funcién de transferencia correspon-
diente al sistema descrito por ella. Es importante hacer notar que en la
ecuacion (23) el punto (z1(t) = 0,v1(t) = 0) que seria el origen para este
sistema, corresponde al punto de operacién (X, V) del sistema original.
Esto es, la solucién de (23) estd "montada" en el punto de operacién
correspondiente dado por (22).

Este método de linealizar una ecuacién no lineal, es equivalente a
obtener la expansién de primer orden de una funcién no lineal por una
serie de Taylor alrededor de un punto. En este caso el punto es un punto
de operacién del sistema.

Sea f : R — R una funcién cualquiera y sea xo un punto cualquiera.

Se puede consultar en cualquier libro de calculo que la funcién f se puede
aproximar por una serie de Taylor de la siguiente manera:

F@) = )+ LD @ LN o

T=x( T=x0




£ () =F(xo) +df{x)/dxlx-salx- x0)

f(xo)

> X
Xo
Una aproximacion de esta funcién al primer orden es:
~ 1 df(x)
f@) = fao) + 5 T2 (=) (24)

T=x0

Esto equivale a aproximar a la funcién f(x) en el punto xo por una

recta tangente a f(x) en el punto xy con pendiente m = 4z ver

dx
=m0

figura 3.

Obsérvese que esta aproximacion es aceptable para pequenas excur-
siones de z alrededor del punto zy. Como puede intuirse, el tamano de
estas excursiones de z alrededor de xg

dependen también de en qué parte de la curva se lleva a cabo esta
aproximacion.

Una generalizacién de la expresién (24) al caso en que
f:(R" x R™ x R) — R™, esto es cuando por ejemplo f es

f=fat),ut),t) €R" y o(t) € R, u(t) € R™ (25)

es la siguiente

Fa(t),ut), t) = flwo(t), uo(t), 1] + Julwo(t), uo(t), ]z (t) +  (26)
Tulzo(t), uo(t), ]5(t) + h(t). (27)
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En donde h(t) corresponde a todos los términos de alto orden que se
desprecian y .J, y .J, son matrices jacobianas de f con respecto a x y u
respectivamente, esto es J, y J, son matrices cuyo elemento (i, j) es:

_ Ofi (L), = Afi
= 8C ulig — ng

(Jx)i,j

J

Es claro que en (26) z(t) = x(t) — zo(t) y u(t) = u(t) — uy(t) so
pequenas perturbaciones alrededor de z4(t) y de u,(t) y que Z(t) = x1 (¢
y u(t) = uy(t) de acuerdo a las suposiciones (15) y (16) cuando x(t)
Xoy uo(t) = .

A continuacién se obtendra la ecuacién (21) efectuando una simple
aplicacion de la expresion (26):

La ecuacion del sistema dada por (11) se puede escribir de la siguiente
forma:

=

~—

d*x(t) D dxq(t)

M
dt? dt

+ f(z(t),u(t),t) =0 (28)

donde

1 Agov®(t)

2 2y (29)

f@(t), u(t),t) = K(z(t) — d) +

Expandiendo f(z(t),u(t),t) por serie de Taylor al primer orden alrede-
dor de (zo(t) = Xo,v9(t) = Vi), con ayuda de la ecuacién (26) se tiene:

11450%2

flo(t), uo(t), t] = K(Xo — d) + 2 X2

(30)

donde claramente se puede ver que (30) corresponde al modelo es-
tatico del sistema. Por otro lado

Jolxo(t), uo(t), tlx (t) = {6%: [K(x(t) —d) + %%} }(X V)xl(t)

(K—A2?>%@) (31)

Jx[Xo, Vo(t), )1 (1)

De manera andloga
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y _ 2 . B 1/4501}2(75) v
1o Vot = { g 10—+ 30|} i
[0, Vot (6) = S5 1) (32)

Substituyendo (30), (31) y (32) en (26) y ésta dltima en (28) , se
tiene

d2I1<t) dxl(t) 1 A6()VE)2
M D K(Xoy—d)+ -
TP TEXe—d) 43 xz *
A€0V2 A€0VE)
(K— Xgo)xl(t)—l— X7 ) +h(0) =0

considerando que los términos de alto orden en la expansion por serie
de Taylor son despreciables se tiene que h(t) = 0. Por lo que finalmente
la expresién anterior, después de reagrupar términos se puede escribir

como A2z (t dx (t Ago V2
M 2;2( ) p x;t( )¢ (K - ?30 ) o (t)+ (33)
0
Affo% 1 A80V2
Tgvl(t) + K(Xg — d) + §X—020 = O

esta ecuacion coincide con la ecuacién (21), asi que la linealizacién
por suposicién de senales pequenas, no es otra cosa que una expansion
en serie de Taylor de los términos no lineales de la ecuacion diferencial
del sistema.

1.4 Empleo del modelo dinamico del sistema.

En esta seccion se verd cudl es el objetivo del modelo dindmico del sis-
tema.

Una vez que se ha seleccionado un punto de equilibrio del sistema
con ayuda de la ecuacién (22), ;qué se puede hacer después?

Supoéngase que se coloca al sistema en el punto de equilibrio a que se
sabe que es estable. Esto se realiza con la ayuda de la ecuacién (22). La
ecuacion (23) que es el modelo dindmico de la planta se puede reescribir
de la siguiente manera:

vi(t) (34)

d2$1<t> Qdfﬂl(t) 4 1 K — 1480‘/62 1 Aé‘g‘/()
dt? M dt M

— ) = ——
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—ult) 5 by Xa(t) .\_l X,(t) Xl{jcj Xa(t)

ai

N

dp

Con el objeto de facilitar la exposicién del tema, se definen las sigu-
ientes constantes
A D d.fl (t) A 1 A€0‘/02 1 AE()%
= o5 , g = 7~ K - 3 s, Vo = ———~ 2
M dt M X5 M Xg

a1

entonces la ecuacién anterior puede reescribirse como:
d?zy(t dry(t
1 (1) tay 1(1)

dt? dt

+ apx1(t) = bovs (t) (35)

Se puede inmediatamente escribir la funcién de transferencia de este
sistema:

bo
H(s) = —— 37
)= Fras T a (37)
También se puede escribir inmediatamente un modelo de espacio de

estado de esta funcién de transferencia, es decir, una realizacién de ésta

xo=| 0 2 | xw 7] )

y(t)=[10] x(t), x(ty) = %o

y hacer un diagrama de computadora analégica de esta realizacion:

El comportamiento dindmico del dispositivo puede estudiarse emple-
ando la ecuacion diferencial (35) que describe al sistema (dindmico), em-
pleando la funcién de transferencia dada por (37), empleando el modelo
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en espacio de estado dado por (38) o simulando al sistema en computa-
dora analdgica o con ayuda de alguno de los paquetes existentes como
Simulink que emulan a una computadora analégica en una computadora
digital. La ecuacién diferencial puede resolverse por cualquiera de los
métodos conocidos, empleando por ejemplo la transformada de Laplace,
. Se pueden contestar algunas preguntas empleando la funcién de trans-
ferencia del sistema. Se puede resolver la ecuacién de estado, cuestién
que se estudiard mas adelante o en su defecto, se puede simular al sistema,
con ayuda del diagrama de computadora analégica, accién que equivale
a resolver tanto la ecuacién difrencial como la ecuacion de estado del
sistema.

Estas herramientas ayudan a responder preguntas como las sigu-
ientes:

Problema 1.- Supéngase que el sistema estd en completo reposo, es
decir, la fuente de voltage estd apagada y las placas del condensador
movible se encuentran separadas por la distancia d. Se sabe cudl es
el voltage Vy que debe conectarse a la fuente para tener el punto de
equilibrio a. Al tiempo ¢, se conecta el voltage V; . Por el andlisis que se
efectué anteriormente respecto de los puntos de equilibrio, se sabe que
el sistema tenderd a ir al punto de equilibrio a. ;Cémo es que el sistema
llega al punto de equilibrio a?

La respuesta se obtiene haciendo las condiciones iniciales x;(ty) =
d, ©1(t) = 0, wvi(t) = Vp en la ecuacién diferencial y resolviéndola o
en su defecto resolviendo la ecuaciéon de estado para esas condiciones
iniciales. Pero mads facilmente, se puede simular el sistema empleando
estas condiciones iniciales y esta entrada.

Problema 2.- Supéngase que el sistema estd en el punto de equilibrio
a, esto es v(t) = V5. Manualmente se desplaza la placa movible del
capacitor del punto a a la posiciéon de cero elongacién del resorte y al
tiempo t = t; se suelta la placa. Se sabe que la placa regresa al punto
a. La cuestiéon es como regresa al punto a. La respuesta se obtiene
resolviendo la ecuacién diferencial, o la ecuaciéon de estado o simulando
el sistema para las condiciones iniciales x1(ty) = d — a, z1{to) =0y la
entrada wv;(t) = 0 en la ecuacién diferencial o u(t) = 0 en el modelo en
espacio de estado y en el disgrama de computadora analdgica.

Problema 3.- Supéngase que el sistema estd en el punto de equilibrio
a, entonces v(t) = Vo y vi(t) = 0. Al tiempo t = t, se introduce
una senal senoidal vy (t), esto es vy(t) = sin(wt). ;Cémo se comporta
el sistema? La respuesta se obtiene resolviendo la ecuacién diferencial,
la ecuacién de estado y simulando el sistema haciendo v (t) = sin(wt),
xl(to) == 0, Il’(t) =0.

Se pueden plantear otros problemas, como por ejemplo, ver cémo se
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comporta el sistema cuando se le hace pasar de un punto de equilibrio
a estable a otro punto de equilibrio a’también estable.

1.5 Obtenciéon de un modelo de estado no lineal y
su linealizacion.

Considérese la ecuacién diferencial (11) que describe el funcionamiento
del dispositivo de la figura 1 y que se puede reescribir de la siguiente
manera;

d*x(t) Ddx(t) 1 1 1egAv?(t)

+ —K(I(t) - d) + M§ x(t)2

a2 M oar M =0 (39)

Esta ecuacién es no lineal en z(¢) y no lineal en v(t). Un modelo
en espacio de estado de esta ecuacién se puede obtener de la siguiente
manera:

Defmase x;(t) = z(t) y definase también x,(t) = dfl—gt) = x,(t). En-

tonces la ecuacién del sistema (11) puede substituirse por el sistema de
ecuaciones de primer orden siguiente:

z1(t) = %a(t) (40)
1 1 1egAv3(t) D
M2 (1?2 M

con una ecuacion de salida dada por

y(t) = ai(t) (41)

como puede observarse, este modelo es de la forma

en donde f = f(x(t),u(t),t) € R" y x(t) € R",u(t) € R™ como en
(25).

Muchos sistemas pueden describirse mediante un modelo de la forma

x(t) = f(x(t), u(t), t) (42)



en donde x(t) € R" u(t) € R" |y f(-,-,-) € R" es una funcién
vectorial.
La salida estd dada por :

y(t) = g[x(t), u(t),t] (43)
en donde y(t) eR™ y g cR™

El objetivo es obtener un modelo lineal en x(t) y lineal en u(t) a partir
del modelo dado por (42) y (43). Es decir, se quiere obtener un modelo
de la forma

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (44)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (45)

Sea uy(t) una determinada entrada al sistema (42) y (43) y sea xq(t)
la solucién de (42) correspondiente. Lldmense a ug(t) y a xq(t) la entrada
y la trayectoria nominales respectivamente. Asi que x((t) satisface la
ecuacion

Xo(t) = f (x0(t),u0(t),t), to <t <t (46)

Normalmente todo sistema se opera cercano a las condiciones nom-
inales,sin embargo puede haber pequenas perturbaciones alrededor de
estas condiciones nominales que quiere decir que u(t) y x(t) se desvian
muy ligeramente de uy(t) y xo(t). Se puede escribir entonces lo siguiente

donde u(t) y x(to) son pequeiias perturbaciones.Correspondientemente,
introdiizcase x(t) de la siguiente manera:

((Se pueden encontrar aproximaciones para soluciones vecinas a Xo(t),
para pequenas desviaciones alrededor del estado inicial y de la entrada
de una ecuacién diferencial.

u(t) y x(to) son pequenas perturbaciones. Correspondientemente,
introdiizcase x(t):))

~

x(t) =xo(t) +x(t) to <t <t (47)
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Ahora sustitiyanse x(t) y u(t)en la ecuacién diferencial (42) y realice
una expansién de Taylor:

x(t) = xo(t) + x(t)
= [ [x0(t),u0(t),t] + Ju [xo(t), uo(t), t] x(2)

(1) = %olt) + X(1) (48)
= f [Xo(t)7 uo(t)7 t] + ‘]96 [X()(t)’ uO(t)> t] X(t)
+Ju [xo(t), up(t), t]u(t) + h(t), to<t<t

donde J, y J, son matrices jacobianas de f con respecto a x y u
respectivamente, esto es, J, es una matriz cuyo elemento (i, j) es:

_ Of;
=%

en donde f; es la i—ésima componente de f y ; es el j—ésimo com-
ponente de x. J, se define de manera similar. El término h(t) es una

(49)

(Jo )zg

expresion que se supone pequefia con respecto a x y u. Despreciando a
h(t), se ve que X y u satisfacen una ecuacién lineal

§(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), to<t<t (50)
En donde
A(t) = J, [x0(t), uo(t), ] (51)
y
B(t) = Ju [xo(t), uo(t), ] (52)

La ecuacién (50) es la linealizacion de (42) alrededor de x¢(t) y ug(t).
De manera ansloga, (43) se aproxima a (45) en donde

C(t) = J; [xo(t), wo(t), 1] y (53)

D(t) = J,, [xo(t), uo(t), t] (54)
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donde los elementos (7, j) de las matrices J. y J/, estdn dados respec-
tivamente por

891' agi

( )l,j afj y ( )7,,] 8£j

(55)

en donde &; es el j — ésimo componente de x y de u respectivamente
en las expresiones anteriores.

Debe hacerse notar que x(t) y u(t) corresponden a x;(t) y a x,(t) en
“la linealizacion que se fectué bajo la suposicién de senales pequenas.

Linealizando de acuerdo a estos resultados el modelo en espacio de
estados dado por (40) , se tiene

fi(x,ut) =z5(t)

fa(x,u,t) = —%(ml(t) —d) - —— =

of
Ox1 Oxo X0,U0)
entonces
0 0
i — 0’ i =1
3:61 (x0,u0) awg (x0,u0)
por otro lado
8]“2 k 2€0A’U(t)2 1 (60/“/62 ]{j)
~ e e _ — 3 —_
0xq (x0,10) M 2Mx(t)? (x0,10) M* X
y
0 fs D
012 |y uyy M
Asi que

M\X3 M

Alf) — 0 1
(t) = [ 1 (aoAV(? — k) -2
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Para B se tiene

Para C' se tiene

C(t)=J; [xo(t), uo(t), 1]

xr1 0T1

(x0,u0)

pero en este caso

y(t) =g1 [x(t), u(t), t] = z. (1)
asi que se tiene que
C(t) = [10]
y en este caso

D(t) =0

Asi que sustituyendo a A(t), B(t), C(t) y D(t) en la ecuacién (50),
se obtiene el modelo dado por la ecuacién (38) de la seccién anterior.
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